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Séance 6

A. Théoreme de Cauchy




POL Y.

GRENOBLE . | v B b, oIl
-] ,. ‘: 7 P, ke ..." L] .~ % :;‘ .‘
N - y . ?‘ 5 ~~ ) ‘.3&‘.‘

A. Théoreme de Cau‘chy

On a défini la contrainte comme étant analogue a une pression. Une définition plus rigoureuse
fait appel a la notion mathématique de limite. Si,on considére une petite facette de surfaceS et
de normale77 , 4 laquelle on applique une force F , la contrainte est définie par :

ﬁ.

R F
T(x,t,n) = lim—
(x,t,n) lim

Une des propriétés de I’état de contrainte est qu’il est opposé pour deux facettes d’orientations
opposées. Si on se place en un pointM et que I'on considere deux facettes de normales opposées
(il s’agit en fait des deux faces de la méme facette), on peut écrire :

T(% t,—71) = —T (% t, 1)

C’est une version infinitésimale de la troisieme loi de Newton (loi d’action-réaction).
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A. Théoreme de Cauchy

Le théoreme de Cauchy s’énonce comme suit :

En tout point |/ et a chaque instant {, la dependance du
vecteur contrainte T(x t, n) ala normale’n est linéaire.

Il existe donc un champ de tenseur de second ordre noté g tel que,
dans une base orthonormée B = (e;, €5, €3) quelconque, on ait :

IN = 0111y + 015Ny + 01373
T;
I3

Louis Augustin Cauchy

021N + 032N + O33M3 17891857
031Mq + 032N, + 03373

Ceci peut également s’écrire: ~ 1; = 0;,1;,  ouencore : f(f, tn) =a(x t)n

Le théoreme de Cauchy est donc le théoreme d’existence du tenseur du méme nom. Ce tenseur
est donc un outil qui fournit le vecteur contrainte dans n’importe quelle direction définie par un
vecteur normal unitaire. Il caractérise donc I’état de contrainte en un point et a un instant
donnés.

5




POL Y.

GRENOBLE . | v B b, s S
-] ,. ‘: 7 4 ke ..." 2 . % :;‘ .‘
TSt - ) . ?‘ S ~~ ) ‘.3&‘.‘

A. Théoreme de Cau‘chy

On va maintenant s’intéresser a la descrlptlon de ce tenseur en un point donné et a un instant
donné. Par conséquent, on abrégera T(x t, 1) par T(n)

On revient sur la formule :

I =011y + 045Ny + 043713
021N + 022Ny + Oz3MN3
031N + 03N, + O33MN3

SRV
[

La matrice du tenseur de Cauchy dans une base donnée B = (81}, EZ}J 83: ) est donc :

011 012 033
o =|021 032 033
031 032 033

Les termes diagonauxd;; sont des contraintes normales dans les directionse_l} , 3_2} , et e_?: .

Les termes non-diagonaux0j; sont des contraintes de cisaillement, que I'on note souvent 7j;.
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A. Théoreme de Cau.chy

On peut donc noter que :

le terme de la matrice de 0 noté 0; ij représente la projection sur la
direction e du vecteur contrainte appliqué a la facette de normale fE'l .

La symétrie du tenseur de Cauchy entraine la propriété suivante, connue sous le nom de
réciprocité des contraintes tangentielles :

La composante selon E de la contrainte pour la direction Ej est egale ala
composante selon E de la contrainte pour la direction el.

Finalement, on écrit le plus souvent la matrice du tenseur de Cauchy de la facon suivante :
011 T12 7113

og=|T12 022 123
113 723 033
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A. Théoreme de Cauchy

Imaginons un volume
cubique infinitésimal
autour d’un point M, défini
par les directions d’une base
quelconque :

B = (e, e;,€3)

On peut représenter
graphiquement les
différents termes de la
matrice du tenseur de
Cauchy au voisinage de ce
point et pour cette base :

011 012 033
0 = |021 022 033
031 032 033
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B. Directions principales, invariants
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B. Directions principales, invariants

Le tenseur des contraintes étant symétrique, on peut lui transposer toutes les notions utilisées
pour le tenseurg des déformations linéarisées.

g posséde donc une base principale orthonormée, composée de vecteurs propres :

(51}.. c 2}; C 3})

Ces vecteurs propres sont unitaires et orthogonaux deux-a-deux. Ils définissent les directions
principales de contraintes. Dans cette base principale, la matrice du tenseur de Cauchy
s’exprime par :

g 0 0
E — 0 0_2 0
0 0 o3

Les termes diagonaux de cette matrice sont les valeurs propres du tenseur, et sont appelées
contraintes principales.

Notons que, dans un champ de tenseur quelconque, il n’y a aucune raison que les valeurs

propres et vecteurs propres soient identiques d’un point a I'autre ou d’un instant a 'autre. 10
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B. Directions principales, invariants

L’ordre des valeurs propres importe peu, donc on applique généralement la convention
suivante :

0, = 05 > 03

On ordonne ces valeurs par ordre décroissant, et on ordonne également les trois vecteurs
propres en conséquence.

On appelle : 01 la contrainte principale maximale

0O, la contrainte principale intermédiaire

03 la contrainte principale minimale
La base principale de contrainte a une signification physique. C’est celle dans laquelle il n’y a
pas de contrainte de cisaillement, car tous les termes non-diagonaux de la matrice sont

nuls.

Dans cette base, la contrainte pour une direction principale (par exemple pourl = 8_1’ ) est
toujours colinéaire a cette direction.

11
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B. Directions principales, invariants

Comme pour le tenseur des déformations linéarisées, il n’y a pas de moyen simple pour trouver
les vecteurs et valeurs propres d'un tenseur de contraintes quelconque.

Les invariants principaux du tenseur de Cauchy sont les coefficients de son polynome
caractéristique :

dEt(E_ G_I:) — _0_3 + JIG-Z - G_IIJ + JIII

Avec: ﬂ}=ﬂ-1 +ﬂ-2+ﬂ-3
J,H — 0-10-2 + 0-10-3 + 520-3
Opp = 010,203

Le premier invariant principal 07 est la trace de g , et le troisiéme0j;; est son déterminant.

Les valeurs propres du tenseur de contraintes sont celles qui vérifient :
dEt(E - G_I_j — _0_3 + JIUZ - J,UJ + JLH
= —(0 —01)(0 —03)(0 —03) 12
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B. Directions principales, invariants

Comme tout tenseur symétrique, on peut décomposer @ en une partie sphérique et une partie
a trace nulle que 'on nomme déviateur de contraintes:

G =o0,I+d"

Le scalaire 0;,, est nommé contrainte moyenne et se calcule par :

1 1 1 1
Om =3 I=§(G'1 +G'2+G'3)=§f?‘ﬂ'=§ﬂ'ii

Si le déviateur est nul, alors le tenseur de Cauchy est un tenseur sphérique, et on a :

G = 0,1

Dans ce cas toute direction est direction principale, et toutes les contraintes principales sont
égales a la contrainte moyenne.

13
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B. Directions principales, invariants
Le déviateur g ¢ est un tenseur qui exprime la partie non-sphérique de g .
Dans une base quelconque, sa matrice s’écrit :
2011 — O3 — 033 T
3 012 013

207, — 033 — 014
042 3 023

Q

2033 — 011 — Oy
i 013 023 3 |

Et dans la base principale(cl‘: (;2‘2 (;3}) de contraintes :

_20_1 — 0_2 — 0_3 T

0 0
3
_ 20, — 02 — O
G'd= 0 2 3 1 0
3
20, — 04 — O
0 0 3 31 2
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Séance 6

C. Cercle de Mohr
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C. Cercle de Mohr

La méthode du cercle de Mohr est une technique de représentation
graphique d’usage pratique pour le tenseur de Cauchy.

Cette représentation s’effectue dans le plan de Mohr, aussi appelé
plan image. Il s’agit d'un repere abstrait dans lequel ’axe horizontal
représente la composante normale d’'un vecteur contrainte, et 1'axe
vertical représente sa composante tangentielle.

Christian Otto Mohr
Chaque point de ce plan est donc I'extrémité d'un vecteur contrainte de 1835-1918

coordonnées (Tn: Tt) , tel que ce vecteur contrainte s’exprime par :

? —_ Tnﬁ+TtE

I1 est possible de définir I’ensemble des positions licites que peut occuper cette extrémité T’

d’un vecteur contrainte ﬁ — ? () quelconque dans le plan(0, T, Tt) , quand 77 varie.

16
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C. Cercle de Mohr

On se place dans la base principale de contrainte ((.‘1}, (,‘2}, {.‘3}) . Dans ce cas, on peu écrire :
N — — —
T = T(ng) = nT(5) = gnyg

Le vecteur d’orientation 77 de la facette & laquelle le vecteur contrainte est appliqué est
unitaire, on peut donc écrire :

nf+ni+ni=1

La composante normale du vecteur contrainte s’obtient par projection de T('n) sur la direction
normale définie par n , ce qui s’obtient par un produit scalaire :

T, =T@) 7 = an?

T = ’ o — 2 2 ’ N
Enfin, la norme de T (1) est donnée par ” I, ” = 0; N, et le théoreme de Pythagore donne

Oint + oins + ofns =T + TF
17
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C. Cercle de Mohr

On a donc un systeme linéaire de trois équations a trois inconnues, qui sont n% , % , et n% , et
dont la solution est donnée par :

(Tn — JZ)(Tn - C}-3.) + th

ng =
(0, — 03)(07 — 03)
?12 _ (Tn — 0-3)(Tn — G-l) + th
? (0, — 01)(05 — 03)
, (T, —0)(T, —0) +T¢
?13 =

(03 — 0y)(03 — 03)

Sion utilise la convention gy > 0, > 03, les trois équations précédentes impliquent les trois
inégalités suivantes :

(T,, — 0,)(T,, — 03) + TF
(T,, — 03)(T, — 0y) + T
(Tn _ Jl)(Tn _ 0-2) + th =

=0
<0
0

18
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C. Cercle de Mohr

Ces inégalités peuvent se reformuler par :

( 0y +03\* (03— 03\?

(Tn——z ) + T 2(—2 )
g, + 03\* 0, — 032

) _ 2

(Tn . ) +12 < ( . )
01+ 03\° (01— 03)\?

Lk(Tﬂ— ) + 72 > ( . )

On reconnait ici trois équations de cercles. Par exemple, la premiere expression décrit un cercle

o, + O — . , . .
de centre (u L0 et de rayon 92 — 93 . Pour étre plus précis, I'’équation exprime
2 2

. —* . [N s e
que I'extrémité du vecteur T(ﬁ' ) se situe a l'extérieur de ce cercle.

La deuxieme expression décrit I'intérieur d’'un second cercle, et la troisieme expression décrit

I'extérieur d’un troisiéme cercle. L’extrémité du vecteur contrainte est donc située a I'intérieur
de I'intersection de trois domaines du plan. 19
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C. Cercle de Mohr

Le tricercle de Mohr se représente ainsi :

g, + 03\° 0, — 03\ 2
22 3) +Tt22(22 3)
g, + 03\* 0, — 03\2
12 3) +Tt25(12 3)
g, + 0,\° , _ (01 = 02)?

. ) +72 > ( . )

Les équations de la MMC expriment
que lextrémité du  vecteur
contrainte se situe dans la zone
bleue, c’est-a-dire a la fois a
Iintérieur du cercle 62 et a
Iextérieur des cercles Cq et C3 .

20
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C. Cercle de Mohr )

Pour des raisons de symétrie, on a souvent
coutume de ne représenter que la moitié
supérieure du plan de Mohr :
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C. Cercle de Mohr

Attardons-nous de nouveau sur la premiere des trois inégalités proposées :

g, + 03\° 0, — O3\ 2
(Tn——z )+T£2(—2 )

Si on remplace cette inégalité par une égalité, on obtient alors tres exactement I’équation du

cercle Cq .

On peut montrer que, dans ce cas, on
vérifie la formule :

?’1120

rm ax

Autrement dit, lorsque la normale a

la facette considérée appartient au
— —3 s , o, s

plan(C,, ¢35 ), I'extrémité du vecteur

contrainte dans le plan de Mohr

parcours le cercleC; .

22
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C. Cercle de Mohr

On remarque sur la représentation graphique que la valeur maximale de la composante
tangentielle'j”t est égale au rayon du cercleC,, que I'on appelle aussi grand cercle de Mohr.

La valeur de cette composante est appelée contrainte de cisaillement maximale, et vaut

01 — 03 . : | lors -
Tm a = 0 a contrainte normale vaut alors :
T; 2 0-1 + Jg
T, =——
2

Tm ax

Le point correspondant a cette

situation est situé sur C, , donc il

correspond a une orientation de

facette dont la normale appartient au
— —

plan({.‘l, C3) .

Le cisaillement maximal
s’obtient toujours dans le
plan défini par les contraintes
principales maximale et
minimale.

23
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C. Cercle de Mohr

On va maintenant se concentrer sur le grand cercle de Mohr, qui est celui qui contient la facette
de cisaillement maximal. C’est une démarche tres courante, notamment en mécanique des sols.
Tous les raisonnements sur C, s’appliquent également aux deux autres cercles.

Comme on l'a vu, se placer sur le grand
cercle C, revient a considérer une facette
dont la normale appartient au plan
des directions de contraintes principales
. . . , =
maximale et minimale, noté ({.‘1, {’,‘3) : Facette

Une telle facette est représentée sur ce 0

schéma :
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C. Cercle de Mohr

La normale a la facette a une orientation donnée, qu’on peut définir a partir d’'un angle . dans
N — —
le repére (M, ¢,, C3)-

Les coordonnées de cette normale 71 et du vecteur tangent f dans le repere principal de
contraintes (M, Cf ) (;2: (_-3}) (aussi appelé espace réel) sont donc :

cosSQ —Sing
-

sing cos@

Dans le méme repere, le vecteur contrainte sur la facette a donc les coordonnées suivantes :

0,COSQ

N =—

T(n) =0n = 0
035N

Les composantes normale et tangentielle de ce vecteur s’obtiennent par :
H‘ L]
T, =T@M) 1 = 0,c08%@ + 0,sin%@

T, = T(R) - t = —0,cos@sing + 0,cosPsing
25
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C. Cercle de Mohr

On peut reformuler ces expressions par :

o4 t+0o g — O
T, = 12 = 12 ZCOS(Z(p)

o, — 0O
T, = %sin(—Z(p)

On retrouve donc I'équation du cercle C,, et on constate que lorsque la facette tourne d'un

—

angle @ dans le plan réel, le vecteur C, T (qui lie le centre du cercle a 'extrémité du vecteur

contrainte) tourne de —2¢ dans le plan image.

Cest une propriété intéressante que l'on va illustrer graphiquement, en faisant tourner
progressivement la facette et en observant I'influence de cette rotation sur le vecteur contrainte.

26
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C. Cercle de Mohr

Imaginons une facette dont la normale

. o e . .
coincide avec (; . Elle est sur une direction -
principale, donc il n’y a pas de cisaillement et N
la contrainte normale vaut 0y .

Tmax [---2=
Dans le plan de Mohr, l'extrémité du vecteur
contrainte est donc sur I’ase des abscisses.
Facetie
¢ G,
™ Tn
0 | T

27
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C. Cercle de Mohr

On fait maintenant tourner cette facette d’'un
angle ¢ = 20° dans l'espace réel, ce qui
fait apparaitre une composante de
cisaillement : le vecteur contrainte n’est plus
colinéaire a 17 .

Dans le plan image, le vecteur C,T a bien
tourné de —2¢@ = —40°, etle pointT est

sorti de l'axe des abscisses pour faire
apparaitre la contrainte de cisaillement.

Facette

&

O
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C. Cercle de Mohr

Si on fait tourner la facette de ¢ = 45°, on
s'oriente selon une bissectrice des deux
directions principales maximale et minimale.

Dans le plan image, le vecteur ﬁ’} a donc
tourné de —9(0° et se place a la verticale :
on atteint le point de cisaillement maximal
(en wvaleur absolue), ou la contrainte
tangentielle est telle que |T:| = Ty -

Facette

&

O
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C. Cercle de Mohr

Pour une rotation d’environ (¢ = 59° (dans
cet exemple seulement), on atteint une

. . . qes T
situation particuliere pour laquelle le vecteur N
contrainte est colinéaire au vecteur tangent
de la facette f . Tmax 1722

Dans le plan de Mohr, ceci correspond a un
état de cisaillement pur, pour lequel la
composante normale est nulle : le point T est
maintenant sur I’axe des ordonnées.

Facette
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Si on continue la rotation, on fait
réapparaitre une contrainte normale, mais
celle-ci est maintenant orientée gans la
direction opposée a l'orientation M de la
facette.

Dans le plan de Mohr, on tourne de —2¢ et
on fait également apparaitre a nouveau une
composante normale, mais celle-ci est
négative : le point " est maintenant situé sur
la partie gauche du regére.

Cs

Facette
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C. Cercle de Mohr

Lorsque l'on atteint (¢ = 90° dans le plan
réel, on aligne de nouveau la normale a la
facette sur une direction principale, mais il
s’agit maintenant de C3. Le VecteurT est donc
A nouveau colinéaire a 77 , mais pointe dans Tmax
la direction opposée.

Dans le plan de Mohr, on a tourné de —180°
et on a de nouveau le point T situé sur I'axe
des abscisses. La contrainte a changé de
signe pour atteindre la valeurO03.

Facette

Facette
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C. Cercle de Mohr

On peut remarquer que :

-Lorsque l'on a fait tourner la facette de 90° dans le plan réel des directions principales, on a
fait tourner le vecteur C,T de -180° dans I'espace image du plan de Mohr. Au cours de cette
rotation, on est passé de la contrainte principale maximale 01 a la contrainte principale
minimale03 .

-Au cours de cette rotation on a rencontré la facette de cisaillement maximal, qui a
pour orientation la bissectrice des deux directions principales.

-Comme les deux contraintes principales sont de signes opposés dans cet exemple, on est
également passé par une facette de cisaillement pur, pour laquelle la contrainte normale
s’annule. Ca ne serait pas arrivé si les deux contraintes principales étaient de méme signe.

-Au cours de la rotation, 'extrémité du vecteur contrainte dans I'espace réel a parcouru une
ellipse de demi-grand axeJq et de demi-petit axe 03 .

Dans les conventions de la MMC, une contrainte normale positive
correspond a une traction et une contrainte négative a une compression.
Dans d’autres disciplines (mécanique des structures, mécanique des sols,

etc.), c’est la convention inverse qui est utilisée. 33
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D. Etats de contrainfe particuliers

Comme pour le tenseur des déformations linéarisées, on peut définir des formes particulieres
du tenseur de Cauchy, qui correspondent a des états de contrainte particuliers.

Il N’y a pas de correspondance directe entre un état particulier de contrainte
et un état particulier de déformation : P'un n’implique pas 'autre, et
inversement.

On dit que @ est un tenseur de contrainte hydrostatique s’il est sphérique. Dans ce cas
son déviateur est nul, et il peut s’écrire :

g = o,,]

Les trois contraintes principales sont égales a la contrainte moyenned,,, et toutes les directions
sont des directions principales de contrainte.

C’est en particulier I’état de contrainte qui regne au sein d’'un fluide au repos. Dans le cas,
l'opposée de la contrainte moyenne est nommeée « pression » :

p=—0,
35
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D. Etats de contrainfe prticuliers

G

On est en état de traction ou de compression simple selon la direction 7{ si 7/ est
direction principale et si la contrainte principale correspondante est la seule non-nulle. La
matrice du tenseur de contrainte a alors I’allure suivante dans une base principale :

g 0 0
g=|0 0 O
0O 0 O

G,

_
Le vecteur contrainte 1T subi par toute
facette est toujours colinéaire a 1f . L’état
de traction ou compression dépend du
signe de la seule contrainte principale
non-nulle.

Dans le plan de Mohr, cet état de

contrainte se réduit a un cercle tangent a
I’axe des ordonnées.

36




D.Etats de contrainfe prticuliers

On est en état de cisaillement simple selon les directions7] et 17 si la matrice du tenseur
de contrainte dans une base orthonormée (74,74’ 1’") al’allure suivante :

La base propre d’un tel état de contrainte

_ 0 g2 0 est la base(Cl, (.‘2, {33) telle que :
oc=\|o, 0 O ) T
0 0 O o=
V2
T, ) CZ — 0"
. —u+u
C3 =

k V2

Dans cette base, la matrice de 0 est:

g, 0 0
c=|0 0 0
T 0 0 _0_12

37
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D. Etats de contrainfe prticuliers

On est en état de contrainte triaxial de révolution si deux contraintes principales sont
égales et non-nulles. Généralement il s’agit des contraintes minimale et intermédiaire, et la
matrice du tenseur de contrainte dans la base principale a ’allure suivante :

Cest un état extrémement courant en

o 0 0 mécanique des sols : c’est celui qui regne

=10 o3 O le plus souvent au sein d’un sol simple (la

contrainte principale maximale étant

verticale, et les deux autres étant selon

deux directions horizontales
quelconques). On a alors :

01 : Contrainte verticale
04 : Contrainte horizontale

On le retrouve également dans I'essai

triaxial de révolution, qui est un des

essais les plus courants d’identification
r,des propriétés mécaniques d’un sol.

38
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D. Etats de contrainfe particuliers

On est en état de contrainte plane si une des contraintes principales est nulle. Si par
exemple il s’agit de O3, I'état de contrainte sera plan dans un plan perpendiculaire a 5'_3’ .
Dans la base principale, la matrice du tenseur de contrainte s’écrira alors :

— —3y —¥
Dans une base quelconque (14, U’, ¢3)

. . —_— .
contenant la direction C3 > la matrice du
T O 0 O tenseur de Cauchy aura lexpression
générale suivante :

B 011 0Oz O
E == 0-21 0-22 0
0 0O O

Cette matrice est la signature d’un état de
contrainte plane.
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