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4 Lois de contact enrichies  

Raideur normale non linéaire  

-Principe  

Dans lôimmense majorité  des cas, la raideur  normale de contact est considérée comme un 
paramètre numérique,  qui sert à : 
 
-Régulariser les inéquations du problème pour que le schéma numérique  puisse les résoudre 
-Pénaliser lôinterp®n®tration entre les grains 
 
Elle est donc choisie comme un compromis entre la précision et le coût calculatoire. 
 
 
 
La réalité physique est plus complexe : lorsquôils rentrent  en contact les grains subissent des 
déformations,  localisées autour  du contact. La loi  contrôlant  les efforts répulsifs qui  résultent  
de ces déformations  dépend de : 
 
 -Les propriétés élastiques du matériau composant les grains 
 -La courbure locale des grains au voisinage du contact 
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Raideur normale non linéaire  

-Principe  

La situation  la plus simple correspond à des solides non-frottants  en conditions  quasi-
statiques : côest la théorie de Hertz . 
 
Ce modèle a été étendu (sommairement)  pour tenir  compte des effets tangentiels liés au 
frottement . La variante la plus utilisée est le modèle de Hertz-Mindlin . 
 
Il  substitue à la raideur  normale une loi  puissance, dont  lôexposant dépend de la dimension  
(exposant 3/ 2 en 3D). La loi  devient donc non-linéaire,  mais conserve son caractère élastique. 



6 Lois de contact enrichies  

Raideur normale non linéaire  

-Principe  

-Contexte  dõutilisation 

Le recours à une loi  non-linéaire  peut être intéressant dans certaines situations  : 
 
 -si on sôint®resse aux champs de contraintes dans les particules 
 
 -si on a besoin de connaître les surfaces de contact réelles 
 
 -si le comportement  macroscopique en est affecté 
 
 
Cette dernière situation  est très rare. Dès que lôon entre en déformations,  lôexp®rience montre  
que le choix dôune loi  non-linéaire  ne modifie  pas le comportement  général. Côest encore plus 
vrai en grandes déformations,  et en écoulements denses et collisionnels . 
 
La seule situation  pour laquelle un effet est notable est celle des très petites déformations,  par 
exemple le cas de la propagation dôondes élastiques dans un milieu  granulaire  dense. 
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Raideur normale non linéaire  

-Principe  

-Contexte  dõutilisation 

-Difficultés  à  prendre  en  compte  

Lôimpl®mentation de lois non-linéaires ne présente 
aucune difficulté  technique. 
 
En revanche, il  faut être vigilant  au choix des 
paramètres numériques utilisés pendant la 
simulation  : 
 
-Pour être réalistes, les raideurs de contact sont 
généralement très élevées, ce qui implique  des pas de 
temps très faibles et des temps de calcul importants . 
 
-Puisque la raideur  varie avec lôinterp®n®tration, on 
ne peut pas déterminer  avec précision la fréquence 
caractéristique des oscillateurs du système. Le pas de 
temps idéal est donc indéterminé  au début de la 
simulation . 
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Généralités sur les lois cohésives  

-Contextes  dõapplication 

On appelle lois cohésives les lois dôinteraction autorisant  lôexistence dôun effort  attractif  entre 
les grains, soit en cas de contact soit à partir  dôune certaine distance. 
 
Physiquement, cette situation  correspond plutôt  aux poudres et milieux  granulaires fins, pour 
lesquels certains phénomènes physico-chimiques deviennent notables (interactions  
électrostatiques, etc.) 
 
 
 
 
 
 
 
 
On utilise  aussi les lois cohésives pour modéliser : 
 
 -la cohésion liée à la présence dôeau interstitielle  
 -la cohésion liée à la cimentation  des grains 
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Généralités sur les lois cohésives  

-Contextes  dõapplication 

Dans le cas dôune cohésion créée par un troisième milieu,  quôil sôagisse dôun fluide  (cohésion 
capillaire)  ou dôun solide (cimentation  par une matrice),  la DEM ne peut sôappliquer 
directement  que si la fraction  de ce troisième milieu  est limitée . 
 
En particulier,  les interactions  de la DEM doivent  rester purement  binaires, côest-à-dire 
nôimpliquer que deux grains à chaque fois. 
 
Les lois cohésives ne sôappliquent donc que pour représenter des « ponts » entre particules, et 
non pas une phase interstitielle  continue. 
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Généralités sur les lois cohésives  

-Contextes  dõapplication 

-Lois  dõattractions 

Pour définir  numériquement  une loi  cohésive, le premier  ingrédient  à contrôler  est lôexpression 
de la force normale      (répulsive ou attractive)  se développant entre les deux grains en 
fonction  de la distance          (positive ou négative) entre leurs surfaces. 
 
Contrairement  au modèle standard, on a souvent des efforts non-nuls qui se développent 
même en lôabsence de contact (i .e. pour                ). 

De nombreuses expressions sont possibles, 
comme par exemple une relation  de 
proportionnalité  entre          et         , même en 
lôabsence de contact. 
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Généralités sur les lois cohésives  

-Contextes  dõapplication 

-Lois  dõattractions 

-Critères  de  rupture  

Le deuxième ingrédient  essentiel est la définition  dôun domaine de validité  de la loi  
dôinteraction. Il  sôagit dôun critère qui renseigne lôalgorithme sur le fait  quôune loi  doit  être prise 
en compte ou non entre deux grains donnés, par exemple en fonction  de la distance qui les 
sépare. 

On pourra  par exemple énoncer cette condition  à 
la manière dôun critère de plasticité  : 
 
 
 
La fonction    définissant le critère est ici  
dépendante des efforts normal  et tangentiel  dans 
la liaison. La liaison cohésive existe tant  que cette 
fonction  est positive, et disparaît  si elle devient 
nulle ou négative. 



12 Lois de contact enrichies  

Généralités sur les lois cohésives  

-Contextes  dõapplication 

-Lois  dõattractions 

-Critères  de  rupture  

On peut par exemple imaginer  une rupture  de liaison par dépassement dôun effort  normal  de 
traction  maximale, ou dôun effort  tangentiel  maximal,  ou dôune combinaison des deux. 



13 Lois de contact enrichies  

Généralités sur les lois cohésives  

-Contextes  dõapplication 

-Lois  dõattractions 

-Critères  de  rupture  

-Un  exemple  simple  

La loi  cohésive la plus simple consiste à superposer au modèle standard (raideur  normale de 
contact constante) un effort  attractif,  actif  jusquô¨ une certaine distance de séparation pour 
laquelle il  disparaît . 
 
Dans cette loi,  on note que le point  dô®quilibre (pour  lequel lôeffort de contact est nul)  
correspond à une interpénétration  non nulle . 
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Cohésion capillaire  

-Milieux  triphasiques  

Un cas particulier  de cohésion est celui des milieux  granulaires non-saturés, côest-à-dire des 
systèmes triphasiques avec une phase solide (le squelette granulaire),  une phase liquide  
(composant les ponts capillaires)  et une phase gazeuse (composant le reste de lôespace poral) . 
 
Selon la teneur en fluide,  plusieurs régimes sont possibles 

En lôabsence totale de fluide,  on est dans le 
régime sec. En pratique,  il  est assez rare, et lôeau 
est presque toujours  présente en surface, sous la 
forme liée ou adsorbée. On est alors dans le 
régime hygrométrique . 
 
Ces deux situations  sont différentes sur le plan 
physico-chimique,  mais comparables sur le plan 
mécanique. La cohésion capillaire  est alors 
absente du système. 
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Cohésion capillaire  

-Milieux  triphasiques  

Lorsque lôeau est présente en quantité  suffisante, 
elle forme des ponts capillaires au niveau des 
contacts et des zones de proximité  entre les 
grains. Côest le régime « pendulaire ». 
 
 
 
 
 
En augmentant la teneur en eau, on atteint  
ensuite un état pour lequel plusieurs ponts 
capillaires fusionnent,  pour former  une phase 
liquide  un peu plus continue. Lôair est piégé à 
lô®tat de bulles plus ou moins étendue. Côest le 
régime « funiculaire  ». 
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Cohésion capillaire  

-Milieux  triphasiques  

Lorsque la phase liquide  occupe la quasi-totalité  
de lôespace poral  mais que le fluide  est à lô®tat de 
dépression (relativement  à la pression du gaz 
extérieur),  on parle de régime « capillaire  ». 
 
 
 
 
Enfin,  lorsque tous les grains sont plongés dans 
un fluide  à pression ambiante, on parle de régime 
saturé. Ce régime se caractérise par un 
comportement  proche de celui du matériau sec, 
pour peu que les sollicitations  soient 
suffisamment  lentes pour laisser au fluide  le 
temps de se répartir  équitablement  dans le 
matériau. 
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Cohésion capillaire  

-Milieux  triphasiques  

La cohésion capillaire  est un 
phénomène essentiel dans 
le cas des géomatériaux. 
 
Elle est également à 
lôorigine de comportements 
inattendus en laboratoire . 



18 Lois de contact enrichies  

Cohésion capillaire  

-Milieux  triphasiques  

La cohésion capillaire  est un 
phénomène essentiel dans 
le cas des géomatériaux. 
 
Elle est également à 
lôorigine de comportements 
inattendus en laboratoire . 
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Cohésion capillaire  

-Milieux  triphasiques  

Parmi tous ces régimes, les seuls pour lesquels une cohésion capillaire  se développe sont les 
régimes pendulaire, funiculaire  et capillaire . 
 
Et parmi  ces trois  régimes, le seul que lôon peut traiter  de manière simple avec de la DEM est le 
régime pendulaire. Pour les deux autres, les lois dôinteraction ne sont pas simplement  binaires, 
et on doit  passer par de complexes couplages CFD-DEM multiphasiques . 
 
Le champ dôapplication de la DEM classique est donc assez restreint . 
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Cohésion capillaire  

-Milieux  triphasiques  

-Ponts  capillaires  

Lôorigine physique des forces de capillarités  est liée au phénomène de tension superficielle,  qui  
existe à la frontière  entre deux liquides non miscibles ou entre un liquide  et un gaz. 

Les molécules ont tendance à être attirées vers 
leurs milieux  respectifs, avec plus ou moins 
dôintensit®, ce qui génère une force de tension à 
lôinterface entre les milieux . Lôinterface se 
comporte comme une membrane tendue qui  
sôoppose aux déformations  du liquide . 
 
Cet effet est caractérisé par une grandeur 
macroscopique appelée tension superficielle, 
souvent notée     . 
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Cohésion capillaire  

-Milieux  triphasiques  

-Ponts  capillaires  

La courbure moyenne de lôinterface       est reliée à la différence de pression        entre le fluide  
et le gaz par la loi  de Laplace : 
 
 
 
Si cette courbure est positive (goutte dôeau), la pression dans le liquide  est supérieure à celle du 
gaz. Dans le cas contraire  (pont  capillaire  classique), le liquide  est en dépression par rapport  au 
gaz environnant . 
 
 
La courbure pilote  donc totalement  la forme du pont  capillaire,  qui  peut être très complexe sôil 
relie plus de deux grains et/ou  si leurs formes ne sont pas sphériques. 
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Cohésion capillaire  

-Milieux  triphasiques  

-Ponts  capillaires  

Dans le cas très simplifié  de deux grains sphériques de même diamètre, lôeffort attractif  est 
donné par la formule  suivante : 
 
 
 
 
Dans cette expression,       représente le « rayon de gorge », qui  dépend dôun nombre très 
important  de facteurs : diamètre des grains, distance de séparation, volume dôeau présent dans 
le liquide  (lui -même résultant  dôun équilibre  thermodynamique  avec le gaz ambiant  !),  angle 
de mouillage, pureté de lôeau, etc. 
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Cohésion capillaire  

-Milieux  triphasiques  

-Ponts  capillaires  

-Implémentation  

En réalité, le calcul exact de lôeffort attractif  dôorigine capillaire  est un problème non résolu. 
 
On a recours à des approches très simplifiées lorsquôil sôagit dôintroduire ce phénomène dans 
un modèle discret. Généralement, on reproduit  le principe  de la situation  simplifiée  présentée 
plus tôt  : on superpose une loi  DEM standard et un effort  attractif  choisi aussi réaliste que 
possible. 
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Cohésion capillaire  

-Milieux  triphasiques  

-Ponts  capillaires  

-Implémentation  

Contrairement  à une loi  cohésive simplifiée,  on constate néanmoins que la valeur de lôeffort 
attractif  est dépendante de la distance de séparation entre les grains : lorsquôils sô®cartent, le 
volume du pont capillaire  reste constant, donc sa géométrie change, et notamment  son rayon 
de gorge. Il  en résulte une diminution  de lôeffort attractif . 
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Cohésion capillaire  

-Milieux  triphasiques  

-Ponts  capillaires  

-Implémentation  

Si on étire trop  le pont capillaire,  il  finit  par rompre  (à une distance qui dépend de son volume 
initial  et de la tension superficielle du liquide) . Il  ne suffit  pas alors de rapprocher les grains 
pour le recréer, car le liquide  sôest réparti  sur lôensemble du contour  des grains. La distance de 
destruction  et de création des ponts sont donc différents,  ce qui  est à lôorigine de phénomènes 
hystérétiques caractéristiques des milieux  non-saturés. 
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Mod¯les physiques dõadh®sion 

-Principes  

Pour les grains de petites tailles (poudres cohésives), les efforts dôadh®sion sont liés à divers 
facteurs physico-chimiques, quôon résume sous la forme dôune grandeur unique nommée 
« énergie dôadh®sion », ou « énergie de Dupré », notée      et exprimée en J/m² . 
 
Il  sôagit de lô®nergie par unité  de surface, nécessaire pour séparer complètement deux 
particules en contact. 

Lôeffort attractif  maximal  peut sôestimer 
par la formule  suivante : 
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Mod¯les physiques dõadh®sion 

-Principes  

-JKR  

Deux modèles physiques de contact adhésif sont couramment  utilisés : JKR et DMT. 
 
Le premier  (Johnson-Kendall-Roberts 1971) est fondé sur la théorie de Hertz . Il  consiste à 
mettre  en place des efforts attractifs  sur les portions  de surfaces en contact (définies par le 
rayon de Hertz) . 
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Mod¯les physiques dõadh®sion 

-Principes  

-JKR  

Lôapproche JKR combine donc : 
 
 -lô®lasticit® du contact de Hertz  
 -lô®nergie dôadh®sion de Dupré 
 
Lôexpression du rayon est implicite  : 
 
 
 
 
Une forme explicite simplifiée  est parfois utilisée en DEM : 
 
 
 
Lôeffort maximal  cohésif dans la liaison est alors donné par : 
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Mod¯les physiques dõadh®sion 

-Principes  

-JKR  

-DMT  

Le deuxième modèle le plus utilisé  est le modèle DMT (Derjaguin -Müller -Toporov 1975). 
 
Il  consiste à négliger lôeffet de la déformation  des grains sur les efforts attractifs,  et à 
représenter cette déformation  par une interpénétration  (fondée sur la loi  de Hertz) . Lôeffort 
maximal  attractif  dans la liaison est donné par : 
 
 
 
Les modèles JKR et DMT sont en fait  des cas limites  : 
 
-JKR pour les grosses particules très déformables avec une énergie de surface importante  
 
-DMT pour les petites particules rigides faiblement  liées. 
 
Plusieurs approches ont été proposées pour unifier  ces modèles et représenter le continuum  
des situations  entre les deux extrêmes. 
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Mod¯les physiques dõadh®sion 

-Principes  

-JKR  

-DMT  

-CZM  

Une extension consiste à mettre  en place un modèle dôendommagement des liaisons. On 
appelle cette classe de modèles les CZM (Cohesive Zone Model) . 
 
Cette approche consiste à dégrader les propriétés dôune liaison (raideur,  énergie de surface, 
etc.) en fonction  de lôhistoire des sollicitations  quôelle a subi, jusquô¨ sa rupture  définitive . 
 
Elle est très utilisée pour lrs matériaux cimentés et en tribologie  numérique . 
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32  Grains de morphologies complexes  

G®n®ration dõ®chantillons complexes 

-Morphologies  typiques  

Sphériques 

Anguleuses 

Aplaties 

Allongées 

Complexes 
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G®n®ration dõ®chantillons complexes 

-Morphologies  typiques  

-Géométries  déterminées  

Dans certaines situations,  les grains sont non-sphériques, mais restent parfaitement  
déterminés (à la fois en forme et en taille)  : gélules pharmaceutiques, morceaux de sucres, etc. 
 
 
Dans ce cas, on peut construire  des stratégies spécifiques, adaptées à une forme donnée et à 
aucune autre : décomposition en formes élémentaires, sélection des différents  types de 
contacts, etc. 
 
 
Lôobjectif reste toujours  le même : être capable en toute situation  de déterminer  deux éléments 
nécessaires à lôapplication dôune loi  de contact : 
 
 -La distance de séparation/interpénétration  
 
 -Le repère local du contact (directions  normale et tangentielles) 


